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Strucne zo Zivota Fregeho

Friedrich Ludwig Gottlob Frege (nar. 1848, zom. 1925) bol nemecky matematik, logik a filozof,
pracoval na univerzite v Jena. Frege sa zaoberal konstrukciou formdlneho systému, v ktorom by ukéazal,
7e matematika sa da redukovat’ na logiku. Formalizoval pojem “ddkaz” v podobe, aky je aj v sucasnosti
akceptovany. Bohuzial' jedna z jeho axiém (zdkladné pravidlo V), ktord bola pridana, aby mohol z
logiky odvodit’ podstatni ¢ast matematiky, sposobila nekonzistentnost. Napriek tomu boli jeho
definicie (reldcia predchodcov a koncept prirodzeného ¢isla) a metddy vel'kym pokrokom. Fregeho ciel’
ukazat, ze matematika sa d4 redukovat’ na logiku ostal nenaplneny.

Poznamka: Fregeho notaciou sa nebudem zaoberat, nakolko je rozsiahla a nie je predmetom tejto
prace. Taktiez dokazy budu len spomenuté, pripadne iba naznacené.

Pric¢iny paradoxu a snahy na opravu

Vicsina filozofov tvrdi, Ze dovod, preco Fregeho druhorddové logika (second order logic) a tedria
rozsireni (theory of extensions) su nekonzistentné, je nesplnitelna poziadavka - musi platit, aby
doména konceptov bola ostro viacsia ako doména rozsireni a sucasne, aby doména rozsireni bola aspon
taka vel'kd ako doména konceptov. Tato situdcia vedie k podobnému sporu ako pri dokaze Kantorovej
vety (poten¢nd mnozina P(A) ma ostro vacsiu kardinalitu ako mnozina A).

Bolo vela pokusov ako opravit Fregeho systém. Klasicky pristup bol obmedzit' axiému, ktora
nekonzistenciu vyvolala, pripadne zmenit’ chapanie principu konceptov. Boolos prisiel s nadpadom ako
upravit chybni axiomu bez toho aby sme opustili druhorddova logiku a jej chdpanie principu
konceptov. Na druhej strane bolo vela napadov ako zmenit’ princip konceptov, niektoré navrhovali
dokonca tplne upustit’ od druhorddovej logiky a aj od principu konceptov. Schroeder-Heister (1987)
tvrdil, ze prvoradova cCast’ Fregeho systému (teda systém, ktory vznikne, ak do prvoradového
predikatového kalkulu pridame zakladné pravidlo V) je konzistentna. Toto tvrdenie dokazali uz v 1987
T. Parsons, neskor Heck a Wehmeier, ktori pouzili menej drasticky dokaz.

Napriek problémom s nekonzistentnou axiomou, ¢im nedosiahol svoj ciel, Frege urobil chvalihodny
kus prace. Dokazal vela vlastnosti prirodzenych Cisel, a ukdzal aj fakt, Ze Dedekindove/Pednove
axiomy sa daju odvodit’ v druhoradovej logike s pomocou jediného dodato¢ného principu. Tento
princip je znamy ako Humov Princip. C. Parsons (1965) a Wright (1983), si vS§imli, ze Humov princip
bol sam o sebe dost silny na odvodenie Dedekindovych/Pednovych axiom. Heck (1993) ukazal, ze aj
napriek tomu, ze Frege pouZil nekozistnentni axiomu na odvodenie Humovho principu, jeho (Fregeho)
d’al$ie odvodenia Dedekindovych/Peanovych axiém v teoérii ¢isel z Humovho principu sa nikdy prili$
neodvolavali na nekozistnentni axiomu. Ked'Ze Humov princip je sam o sebe konzistentny s
druhoradovou logikou, znamena to, ze Frege spravne odvodil zakladné pravidla teorie Cisel.



Fregeho analyza kardinalych cisel

Kardinalne cisla su Cisla, ktoré sa daju pouzit’ ako odpoved’ na otazku “Kol'ko?”. Frege zistil, ze tieto
¢isla maji zaujimavy vztah s prirodzenymi ¢islami. Prvé pozorovanie bolo, ze jednu vec mdzeme
pocitat’ roznymi spdsobmi. Ked’ si zoberieme ako priklad vojsko, obsahuje (napriklad) 5 divizii, 25
regimentov, 120 rot, 400 ¢at alebo 4000 l'udi. Otazka “Kol'ko?” teda nie je dost’ presna. Treba sa pytat
“Kolko F-iek?”, kde F' je koncept. Z pohl'adu Fregeho ¢islo, ktoré je odpoved’ou, ndm hovori ¢osi o
koncepte, ktory bol v otdzke. Napriklad “V slnec¢nej ststave je osem planét” (Pluto neddvno zrusili)
nam hovori, Ze prvouroviiovy koncept planéta spada pod druhotroviiovy koncept slnecna sustava, pod
ktory ich spada osem.

Z tohto pozorovania vidno, ze kardindlne ¢islo akymsi spdsobom spéja prvouroviiové a druhotroviové
koncepty. Frege zaviedol operator kardinality, ktory sa aplikuje na koncepty. Tento operator prirad’uje

konceptu F jeho kadinalne ¢islo, teda pocet objektov, ktoré spadaji pod F. Oznacujeme ho #, teda ak F
je koncept tak #F je jeho kardinalne ¢islo.

Ekvinumerozita (Equinumerosity)

Frege zaviedol vztah, ktory nazval ekvinumerozita, pod ktorym chépal relaciu, v ktorej st dve
mnoziny, ak maji rovnaky pocet prvkov. Trocha formalnejsie povedané:

F a G su ekvinumerické (prvky F a G st jeden-ku-jednému koreSpondujtice) iba ak existuje
relacia R, taka ze

1. kazdy objekt spadajtici pod £ ma pomocou R priradeny unikatny prvok z G

2. kazdy objekt spadajuci pod G je taky, ze existuje jediny prvok z F, ktory ho ma pomocou R
priradeny.

UkaZeme si pouzitie definicie na prikladoch. V prvom priklade (obrazok 1) sme nasli relaciu (R =
[Axy (x=a & y=f) v (x=b & y=g) v (x=c & y=¢)] ), teda koncepty F' a G su ekvinumerické.

Obrazok 1 Obrazok 2
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V druhom priklade (obrazok 2) neexistuje relacia, ktora by spliala podmienky z definicie. Je zrejmé, Ze



koncepty F a G st ekvinumerické, vzdy vtedy, ked’ pocet objektov, ktoré do kazdého z nich spadajt, je
rovnaky.

Niektoré viastnosti ekvinumerozity
(1) ak su dva koncepty materidlne ekvivalentné (identické), s aj ekvinumerické
(2) ekvinumerozita je reflexivna
(3) ekvinumerozita je symetricka
(4) ekvinumerozita je tranzitivna
Humov princip

“Pocet objektov spadajucich pod F je rovnaky ako pocet objektov spadajucich pod G, ak F a G su
ekvinumerické.” Toto je slovna formuldcia Humovho principu, formalnejsie mozeme zapisat’ ako

#HE=#G =F=G.

No tomto principe Frege budoval vyvoj tedrie o prirodzenych c¢islach. Frege nacrtol odvodenie
zakladnych vlastnosti tedrie ¢isel z Humovho principu. Z tychto naértov neskor vznikli seridzne
dokazy.

Ked mal Frege definiciu #F, potom definoval kardindlne Cislo ako objekt, ktory je ¢islom nejakého
konceptu, formalnejsie

x is a cardinal number =q¢ IF(x = #F).

Treba si vSimnut' podobnost Humovho principu a zdkladného pravidla V. Oba hovoria o vztahu
konceptov a objektov. V pripade Humovho principu, kazdé F ma priradené #F. Zakladné pravidlo V
problematicky tvrdi, ze vztah medzi konceptami a rozSireniami ma povahu jeden-na-jeden. Humov
princip iba tvrdi, Ze vztah konceptov a Cisel je povahovo viacero-ku-jednému. Humov princip Casto
viaze viacero konceptov k jednému ¢islu. Teda Humov princip narozdiel od zékladného pravidla V,
nevyzaduje mat’ doménu ¢isel aspoii tak velku ako doménu konceptov. Humov princip sa ukazal byt
konzistentny s druhoradovou logikou. Toto ukéazali Burgess (1984) a Hazen (1985), nezavisle od seba.

Fregeho analyza predchodcov, predkov a prirodzenych cisel

Teraz predpokladajme, ze Humov princip nahradil nekonzistnetni axiému (zakladné pravidlo V) vo
Fregeho druhorddovom systéme.

Vysledok Fregeho analyzy prirodzenych cisel bolo, Ze si uvedomil, Ze moZeme definovat’ konecné
kardindlne ¢isla pomocou takto definovanych konceptov:

Co = [Ax x#x]



CIZ[MX:#C()]
sz[Mx:#Con:#Cl]
Cy=[Mxx=#Cyvx=#C| vx=#C,]

atd’...

Frege si uvedomil, ze tieto koncepty mozeme pouzit’ na definovanie kone¢nych kardindlnych ¢isel
takto :

0=#C,
1 =#C,
2=#C,
atd’...

Toto pozorovanie bol iba prvy krok Fregeho planu. Uvedomil si, Ze toto vyzeralo ako definicia
postupnosti ¢isel, pomocou ktorych by sme vedeli identifikovat’ prirodzené cisla, ale eSte sme
nedefinovali, €o je to prirodzené Cislo, takze to mézeme aplikovat’ len na kardinélne ¢isla.
Dedekindove/Peanove axiomy teodrie Cisel

e 0 je prirodzené ¢islo

e 0 nie je nasledovnikom hocijakého prirodzeného cCisla

e Ziadne dve rozne prirodzené ¢isla nemaju rovnakého nasledovnika
e Plati
1. 0spadépodF
2. pre 'ubovol'né dve prirodzené Cisla n a m, také zZe m je nasledovnikom n,
plati, ze ak n spada pod F, tak m spada pod F, tak kazdé prirodzené ¢islo
spada pod F (pricip indukcie)
e Kazdé prirodzené Cislo ma nasledovnika

Naviac, Frege si uvedomil potrebu pouzit’ princip indukcie v dokaze, ze kazdé prirodzené Cislo

ma nasledovnika. Neda sa dokazat’ tvrdenie, ze kazdé prirodzené Cislo mé nasledovnika, iba

vytvorenim postupnosti vyrazov pre kardinalne ¢isla. Tato formulécia ndm na dokaz nestaci.
Definicia prirodzeného cisla

Nula

Na zadefinovanie prirodzeného c¢isla potrebujeme niekol'ko d’alSich definicii. Frege definoval 0
ako kardinélne ¢islo konceptu nebyt” identicky sam so sebou, formalnejSie



0 =df #[7\.x X#X].

Ked’Zze identita ndm zabezpecuje, Ze kazdy objekt je identicky sam so sebou, ni¢ nespada pod
koncept nebyt’ identicky sam so sebou.

Teraz sformulujeme lemu o nule, ktora sa nam neskor bude hodit’.
Lema: #F = 0= —dxFXx

Tato lema tvrdi dost’ intuitivnu vec. Ak ma koncept F priradené kardinalne cislo 0, tak do neho
ni¢ nespada. Cely dokaz lemy.

Predchodca

Predchodcu definoval nasledovne:

x predchadza (bezprostredne) y prave vtedy, ked’ existuje koncept F a objekt w tak, ze
w spadd pod F a y je kardindlne Cislo F" a x je €islo konceptu objektov spadajucich pod F okrem
w.
Formalnejsie

Precedes(x,y) =4 AFAW(Fw & y =#F & x = #[\z Fz & z#w]).

Predok

Predok je predchodca, ale nielen bezprostredny, patri tam aj predchodca predchodcu a tak d’ale;...

Takto mézeme zadefinovat’ relaciu predkov. Oslabenim tejto relacie dostaneme jej slabSiu verziu,
kde netrvame na tom, aby tam boli len predkovia, ale aj vychodiskovy prvok. Formalne zapisan¢:

RY(xp) =g¢ R*(x,y) v x=p.
Prirodzené Cislo
Frege definuje prirodzené ¢islo takto:

x je prirodzené Ccislo prave vtedy, ked” x je c¢lenom postupnosti predchodcov
zacinajucou 0.

Formalne;jsie:
Nx =4¢ Precedes™(0,x).
Fregeho teoréma

Fregeho teoréma tvrdi, Ze pat Dedekindovych/Peanovych axiom moéze byt odvodenych z Humovho
principu v druhoradovej logike. Prejdime si kazda z nich. U niektorych si prejdeme aj dokazy.


http://plato.stanford.edu/entries/frege-logic/proof4.html
http://plato.stanford.edu/entries/frege-logic/proof4.html

“0 je prirodzené ¢islo.”

Lahko vyplyva z definicie prirodzen¢ho cCisla. Ked’Ze mame slabu verziu relacie predkov, tak plati
Precedes™(0,0).

“0 nie je nasledovnikom hocijakého prirodzeného ¢isla.”

Formalnejsie zapisané:

—3x(Nx & Precedes(x,0)) .
Predpokladajme, Ze existuje objekt b, taky, Ze plati Precedes(b,0). Potom podla definicie predchodcu,
existuje koncept QO a objekt ¢ také, ze Oc & 0=#Q & b=#[Az[1Q0z & z#c]. Ale podla lemy o nule z
0=#Q vyplyva, Ze ~3xQx, €o je v spore s predpokladom Qc. Teda ni¢ nepredchadza nulu. Ked’Ze ni¢
nepredchadza nulu, ani Ziadne prirodzené ¢islo nepredchadza nulu.

“Ziadne dve rozne prirodzené &isla nemaju rovnakého nasledovnika.”

Formalne zapisané:

Y'mN/nN o[ Precedes(m,0) & Precedes(n,0) — m = n]
Inak povedané, tato veta tvrdi, Ze predchodca je v jedna-ku-jednej vzt'ahu s prirodzenymi ¢islami. Na
dokazanie vety staci ukazat’ tento fakt. Dokazeme to pomocou Humovho principu a pomocou lemy o
ekvinumerozite. Hlavnd myslienka dokazu je vyuzit' fakt, Zze tato lema tvrdi, ze ak si F a G

ekvinumerické a x spada pod F a y spada pod G, tak koncept F bez x je ekvinumericky s koncpetom G
bez y.

Dokaz lemy o ekvinumerozite sa da pozriet’ tu.
“Princip indukcie”

Frege dokazuje princip indukcie pomocou vSeobecnejSieho tvrdenia tzv. vSobecny princip indukcie.
Cely dokaz sa da pozriet’ tu.

“Kazdé prirodzené ¢islo ma nasledovnika.”


http://plato.stanford.edu/entries/frege-logic/proof6.html
http://plato.stanford.edu/entries/frege-logic/proof5.html

Frege toto tvrdenie dokazuje pomocou principu matematickej indukcie. FormalnejSie zapisané:
Vx[Nx — Jy(Ny & Precedes(x.y))]

Aby sme pochopili dokaz tejto vety, treba si spomenit’ na oslabent relaciu predkov Precedes*(x,y),
ktord hovori asi tol’ko, Ze x patri do série predchodcov konciacich y. Frege zavadza pojem série
predchodcov konciacich s n [Az Precedes*(z,n)], kde n je prirodzené C&islo. Frege potom ukazuje
indukciou, ze kazdé prirodzené Cislo n predchadza ¢islo koncpetu “Clen série predchodcov konciacej s
n”. Teda ukazuje, ze kazdé prirodzené Cislo ma nasledovnika dokdzanim tejto lemy indukciou:

'n Precedes(n, #[\z Precedes™(z,n)])
Lema tvrdi, Ze kazd¢ Cislo n predchadza pocet Cisel v sérii predchodcov konciacej s n.

Vyznam Fregeho teorémy

Z Fregeho teorémy sa da odvodit aritmetika. Priamym dosledkom predchodcu je to, Ze kazdé Cislo ma
jedine¢ného nasledovnika. Teda mdéZeme zadefinovat’ funkciu nasledovnikov takto:

n'=g4ithe x such that Precedes(n,x)

Postupnost’ prirodzenych ¢isel mézeme zadefinovat’ takto:

1=0
2=1'
3=2'
etc.

Naviac, rekurzivny sposobom mézeme zadefinovat’ §¢itanie

n+0=n
n+m'=(n+m)

TaktieZ vieme zadefinovat’ relacie ostri a neostra nerovnost’

n < m=gyePrecedes*(n,m)

n < m=ypPrecedes™(n,m)

Tieto definicie su zakladom pre aritmetiku.
Zaver

Aj ked’ nahradime nekonzistentni axiomu (zakladné pravidlo V) Humovym principom, Fregeho dielo
stale nechdva dve otdzky otvorené. Ako vieme, ze Cisla existuju? Ako presne Specifikujeme objekty,
ktoré¢ im nalezia? Prva otdzka je spdsobena faktom, ze Humov princip sa nezda byt uplne cisto
analytickd pravda logiky. Ako vieme, Ze Cisla existuju? Co ak Humov princip nie je analyticky
spravny? Druha otdzka vyplyva z faktu, Ze Fregeho dielo nijak neSpecifikuje nejaki vSeobecnu



podmienku, ktora ak plati tak vieme priradit’ zadanému ¢islu nejaky objekt x. Teda otdzky ohl'adom
existencie a identity ¢isel stale zatemnuju Fregeho dielo.
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